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Первая идея – арифметический треугольник. Упоминания об
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арифметическом треугольнике встречаются задолго до его описания
Б. Паскалем. Так, например, такая схема треугольника встречается в
трудах средневекового китайского - Яна Хуэя, у Омар Хайама, а такжеруд р д у у р
в более ранних описаниях у индийских математиков.

Вторая идея – параксиальные или Гауссовы пучки ОписаниеВторая идея параксиальные или Гауссовы пучки. Описание
возможности движения атомов по траекториям, отклоненных от прямой,
приводится у древнегреческого философа Эпикура и позднее – у
древнеримского философа Тита Лукреция.древнеримского философа Тита Лукреция.

В настоящей работе мы фактически объединяем эти две идеи, т. е.
рассматриваем ветвящуюся систему лучей наклоненных под малымирассматриваем ветвящуюся систему лучей, наклоненных под малыми
углами к оси и друг к другу.
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Траектории лучей под малыми углами –р р у д у
параксиальное (Гауссово) приближение

L

Длина лучей ≈ L, т. к. углы – малые; Sin γ≈γ, Sin 2γ≈2γ, и т. д.



История

Движение атомов по Демокриту

По Эпикуру (Тит Лукреций)По Эпикуру (Тит Лукреций)



Лазерный резонатор с плоско-параллельными зеркалами

Г L d hГде L и d – длина и апертура резонатора, h – толщина выходного 
зеркала (среда с другими оптическими свойствами, например, это 
может быть сферическое зеркало).
Плоско-параллельный резонатор характеризуется числом Френеля:р р р р р у р

F=d2/4λL, где λ –длина волны.

П F>>1При F>>1, расчеты можно проводить в геометрооптическом 
приближении. В этом случае распространении световых волн 
изображают с помощью лучей.

Для исследования резонаторов иногда используют эквивалентные 
оптические схемы:

Лучи в этом случае имеют только одно направление распространения.



Квазирезонатор (плоский случай)

Две полупрозрачные пластины выходного зеркала наклонены на углы ±γ к оси.

Многолепестковое зеркало.

k пластин наклонены на углы γ к оси и развернуты на углы β=2πk вокруг оси.
Квазирезонатор, по аналогии с числом Френеля F для плоско-параллельного 

резонатора характеризуется безразмерным числом:
d/4 Lm=d/4 γL.





Оптически однородная среда

Стороны прямоугольника L>>d

«Цепочка» прямоугольников

S >> L , d >> h, т.е.:, ,
S >> L >> d >> h, 

где h – толщина среды с другими оптическими свойствами.



Расщепления (бифуркация) лучей
При последовательном прохождении сред лучи симметрично расщепляются.

В результате построения образуется группа лучей под углами ±2nγ к оси, 
где n=0, 1, 2...

Или

группа лучей под углами ±(2n + 1)γ к оси.

В общем случае образуются группы лучей под углами ±(2n + l)γ к 
осиоси, 
где 0 ≤ l ≤ 1 в зависимости от начального угла наклона, т. е. 
величины l .



Траектории в квазирезонаторе на первоначальном этапе.



На последующих этапах 
Часть лучей выходят за пределы прямоугольников

Угловое распределение описывается рядами:

2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21, 28, … - для γ и
1, 1, 1, 2, 2, 3,   4,   5,   7,   9,     - для 3γ

Члены этих рядов выражается формулой:Члены этих рядов выражается формулой:
un = un-2 +un-3

Можно подсчитать относительное число лучей под углами γ и 3γ после 
бесконечного числа проходов.





Трехмерное построение распределение групп лучейТрехмерное построение распределение групп лучей

представляет собой осесимметричную систему полых конусов,
а среда - цилиндр





«ПАРОВОЗЫ ПРИБЫВАЮТ НА УЗЛОВУЮ СТАНЦИЮ» -
-другая возможная интерпретация системы лучей – по аналогии с «ДОСКОЙ ГАЛЬТОНА»,

иллюстрирующей нормальное распределение
[Колмогоров А. Н., Журбенко И. Г., Прохоров А. В. Введение в теорию вероятностей. Москва: Наука, 1995.][ р , ур , р р д р р у , ]
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Бифуркация лучей и биномиальное распределение
В работах [3, 5, 6] мы исследовали ветвящиеся системы лучей, состоящиеВ работах [3, 5, 6] мы исследовали ветвящиеся системы лучей, состоящие 
из групп лучей, соединенных в ломаные траектории, состоящие из звеньев. 
Рассмотрим систему лучей подробнее. Лучи наклонены на малые углы . Вся 
группа лучей может быть образована из одного луча при последовательном ру у р д у р д
построении.
На Рис. 1 показана часть плоской системы [3] для группы лучей , 
наклоненных на углы ±2kγ. 
После каждого прохода  света , где  (Рис. 1) лучи разветвляются надвое при 
отражении от многолепесткового зеркала. Начальный проход (без 
расщепления) будем считать нулевым . Распределение световой энергии, 
выходящей вдоль лучей, пропорционально количеству лучей. Первые три 
прохода энергия распределяется между лучами поровну.
Часть лучей параллельны друг другу, т.е. наклонены на одинаковые углы. 
ЛЛучи распространяются вдоль звеньев . 
Начиная с четвертого прохода , некоторые лучи накладываются друг на 
друга, распределение энергии между лучами становится неравномерным. В 
б й б Н Р 1общем случае число лучей больше или равно числу звеньев . На Рис. 1 
число лучей  помечено цифрами, а точки  ветвления лучей помечены 
курсивом. 



Треугольник Паскаля
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Рис.2

1p p p⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 1p p p⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, или 

Числа в каждом из нижних рядов в треугольнике Паскаля – биномиальные коэффициенты 
й С фф б– являются суммой двух чисел верхнего ряда. Сумма коэффициентов для - степени бинома равна  

, приведена в колонке справа на Рис. 2b. 2n



Нелинейная арифметическая пирамида
Известны трехмерные обобщения треугольника Паскаля в виде линейных 

ф [7]арифметических пирамид, например, тетраэдра [7].
Для наших вычислений также построим  трехмерную числовую таблицу, а именно 
нелинейную арифметическую пирамиду (Рис. 3) , состоящую из двумерных слоев n
(Рис.4), где n=1, 2, 3, …
Н й й й Р 1 йНайдем соответствие между системой лучей на Рис. 1 и системой чисел, расположенных 
в нелинейной арифметической пирамиде на Рис. 3, 4. 

1

Рис.3

Порядковый номер n-слоя пирамиды, начиная с вершины, соответствует проходу n лучей
(Рис. 1), p – номер ряда, а q – номер столбца прямоугольника слоя n пирамиды. С
увеличением числа n величина p растет линейно: 0 ≤ p ≤ n а q нелинейно: 0 ≤ q ≤ n(n+1)/2увеличением числа n, величина p растет линейно: 0 ≤ p ≤ n , а q – нелинейно: 0 ≤ q ≤ n(n+1)/2
(Рис. 3, 4). Номер p соответствует величине наклона лучей (Рис. 1) на углы, кратные 2γ,
номер q соответствует номерам точек ветвления лучей (Рис. 1).



Рис.4

Рис. 4. Слои нелинейной арифметической пирамиды для различных значений n. p – номера рядов, а q
– номера столбцов для каждого из слоев. В первой колонке цифр за пределами прямоугольников 
справа – суммы чисел рядов p равные биномиальным коэффициентам во второй колонке справасправа суммы чисел рядов p, равные биномиальным коэффициентам, во второй колонке справа 
приведены значения углов наклона лучей для каждого прохода n (Рис.1), кратные углам ±2γ или, 
точнее, 2(n – 2p)γ. Для n = 3 и n = 4 показаны суммы чисел в вертикальных и наклонных (45˚) 
столбцах, соответственно; эти суммы приведены курсивом в строках ниже прямоугольников.



Обозначим как            число, расположенное в n-слое пирамиды в ряду p и столбце q. 
n
p
q

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠q⎝ ⎠

Тогда правило последовательного заполнения числами нашей трехмерной таблицы
(Рис. 3, 4), начиная с вершины пирамиды, будет:

1 1⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞1 1
1

n n n
p p p
q q p q p
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Например, для первого слоя (n = 1) для p = 0, q = 0:
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т.к. ,а

Если первый слой уже заполнен то для второго слоя (n = 2) например для p = 0 q = 0:Если первый слой уже заполнен, то для второго слоя (n = 2), например, для p = 0, q = 0: 
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т.к. ,а и т. д.



Нелинейные арифметические треугольники
На Рис. 4 для n=3 и n=4 показаны курсивом суммы чисел в вертикальных и 

45° бнаклоненных под углом 45° столбцах, соответственно; эти суммы приведены в строках ниже 
прямоугольников; они показывают общее число лучей, входящих и выходящих из точек 
ветвления.
Выпишем теперь отдельно все суммы чисел, расположенные в вертикальных столбцах для всех 

б Р 4 Р (прямоугольников, изображенных на Рис. 4. Расположим ряды этих сумм построчно (аналогично 
Рис. 2b) – у нас получится нелинейный треугольник первого вида (Рис. 5).

Р 5

Рис. 5. Нелинейный арифметический треугольник первого вида, в колонке справа – суммы

Рис.5

Рис. 5. Нелинейный арифметический треугольник первого вида, в колонке справа суммы 
чисел в рядах. Эти числа соответствуют числу лучей, приходящих в точки ветвления q (Рис. 1) 
под различными углами при проходе n.

Обозначим как:
n⎡ ⎤
⎢ ⎥ число, расположенное в n-ряду и q-столбце нелинейного треугольника. Обозначим как:
q⎢ ⎥
⎣ ⎦

р р у р у

Тогда правило последовательного заполнения числами нелинейного 
треугольника, начиная с вершины, будет:

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤1 1n n n
q q q n

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Пример: n = 1, q = 0, 
1 0 0

1
0 0 1
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦



Выпишем теперь отдельно все суммы чисел, расположенные в наклонных столбцах для всех 
прямоугольников, изображенных на Рис. 4. Расположим ряды этих сумм построчно – у нас р оу о о , зобра е а с ас о о р д э су ос ро о у ас
получится нелинейный треугольник второго вида (Рис. 6).

Рис.6

Рис. 6. Нелинейный арифметический треугольник второго вида, в колонке справа – суммы 
чисел в рядах. Эти числа соответствуют числу лучей, выходящих из точек (Рис. 1) ветвления 
q под различными углами при проходе n.

Обозначим как n
q
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

число, расположенное в n-ряду и q-столбце нелинейного 
треугольника второго вида. 

Тогда правило последовательного заполнения числами нелинейногоТогда правило последовательного заполнения числами нелинейного 
треугольника, начиная с вершины, будет:

1n n n+⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭
Пример: n + 1 = 1 q = 0

1 0 0
2

0 0 0
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭q q q n⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬−⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

Пример: n + 1  1, q  0 0 0 0⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭



Выражение                                                   соответствует известной формуле [8] разбиения 
Ч (12) б б

1 1n n n
q q q n

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

чисел на слагаемые. Число (12) показывает, сколькими способами можно разбить число q на 
слагаемые, каждое из которых равно одному из чисел 1, 2, …, n, при этом порядок 
слагаемых не учитывается, а все слагаемые различны.
Так, например, число 7 можно разбить на слагаемые 1, 2, 3, 4, 5 тремя способами: 7 = 3 + 4, 
7 2 5 7 1 2 4 5 7 (Р 5)⎡ ⎤7 = 2 + 5, 7 = 1 + 2 + 4; т.е. для нашего случая для n = 5, q = 7: (Рис. 5), и т. д.5

3
7
⎡ ⎤

=⎢ ⎥
⎣ ⎦

Число различных углов кратных 2γ на которые наклонены лучи при каждом проходе nЧисло различных углов, кратных 2γ, на которые наклонены лучи при каждом проходе n 
(Рис. 1) и высота p+1 прямоугольника слоя n (Рис. 3, 4) равно n+1 , т. е. выражается 
натуральным рядом: 1, 2, 3, 4, 5, …, n+1 и совпадает с количеством чисел в ряду n
(Рис. 2) треугольника Паскаля.
Число точек q ветвления лучей после каждого прохода n (Рис 1) и длина q+1Число точек q ветвления лучей после каждого прохода n (Рис. 1) и длина q+1
прямоугольника слоя n (Рис. 4) выражается рядом: 1, 2, 4, 7, 11, 16, …, [n(n+1)/2]+1, 
совпадает с количеством чисел в ряду n нелинейного треугольника первого вида. 
Число звеньев N, вдоль которых распространяются лучи K при каждом проходе n (Рис. 1), 
и количество натуральных чисел в пределах прямоугольника слоя n (Рис 4) выражаетсяи количество натуральных чисел в пределах прямоугольника слоя n (Рис. 4) выражается 
рядом: 1, 2, 4, 8, 15, 26, …, [n(n2+5)/6]+1 .
Особенностью приведенных выше последних трех рядов является то, что разность чисел 
ряда, приведенного в п. 5, является рядом, приведенным в п. 4, а разность чисел ряда, 
приведенного в п 4 является рядом в п 3:приведенного в п. 4, является рядом в п. 3: 

1,   2,   4,   8,   15,   26,   42, ...
                                      1,   2,   4,   7,    11,   16, ...
                                       1,   2,   3,    4,     5, ...


























































