
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè

Î ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÈ ÐÅÃÓËßÐÍÎÃÎ

ÐÅØÅÍÈß ÎÄÍÎÉ ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÉ

ÇÀÄÀ×È ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ.

Ìîêèí À.Þ.

E-mail: MknAndrew@mail.ru

26 ÿíâàðÿ 2011



Èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ íåëî-

êàëüíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, 0 < x < 1, t > 0, u(x,0) = ϕ(x), 0 6 x 6 1,

u(0, t) = 0,
∂u

∂x
(0, t) =

∂u

∂x
(1, t) + αu(1, t), t > 0,

(1)

ãäå α > 0 � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.

Çàäà÷à (1) ïðè α = 0 èçâåñòíà êàê çàäà÷à Ñàìàðñêîãî-Èîíêèíà è

ïîäðîáíî èññëåäîâàíà â [1], ãäå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå å¼ ðåãó-

ëÿðíîãî ðåøåíèÿ äëÿ ëþáîé ϕ(x) ∈ C1[0,1], ϕ(0) = 0.

1. Èîíêèí Í.È. Ðåøåíèå îäíîé êðàåâîé çàäà÷è òåîðèè òåïëîïðî-

âîäíîñòè ñ íåêëàññè÷åñêèì êðàåâûì óñëîâèåì. // Äèôô.óð.1977.

Ò.13,� 2. C.294-304.
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Â ðàáîòå [2] ðàññìîòðåí ñëó÷àé α > 0. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãó-

ëÿðíîãî ðåøåíèÿ òðåáîâàëîñü, ÷òîáû ϕ(x) ∈ C2[0,1], ϕ(0) = 0,

ϕ′(0) = ϕ′(1) + αϕ(1) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè α.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à (1) èìååò ðåãóëÿðíîå

ðåøåíèå ïðè ëþáîé ϕ(x) èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W1
2 [0,1], êî-

òîðàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ëåâîì êîíöå îòðåçêà.

2. Ìîêèí À.Þ. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ çàäà÷ ñ íåëî-

êàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ñá. òðóäîâ 15 êîíôåðåíöèè

ÌÊÎ. Èçä. ÍÈÖ "Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà". Èæåâñê

2008. Ò.2. Ñ. 46-54.

2



Ðåøåíèå çàäà÷è (1) ïîëó÷åíî ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

Au = −
d2

dx2
u, 0 < x < 1, u(0) = 0, u′(0) = u′(1) + αu(1),

à òàêæå äëÿ ñîïðÿæ¼ííîãî ê íåìó â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ ïðîñòðàíñòâà L2[0,1], êîòîðûé èìååò âèä

A∗v = −
d2

dx2
v, 0 < x < 1, v(0) = v(1), v′(1) + αv(1) = 0.

Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ A, A∗ ðåøåíà â
ÿâíîì âèäå. Â ðåøåíèè èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà îäíîãî òðàíñöåí-

äåíòíîãî óðàâíåíèÿ.
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Óðàâíåíèå

tg y = 0.5α/y, y > 0

ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì α èìååò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé

y0, y1, y2, . . ., óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì

πk < yk < πk+ π/2, k = 0,1,2, . . .

Ðàçíîñòü δk = yk−πk ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì íîìåðà k, ïðè÷¼ì

0 < δk < α/(2πk), k = 1,2, . . .
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Ôóíêöèÿ X0(x) = sin(2y0x), à òàêæå ôóíêöèè

X2k−1(x) = sin(2πkx), X2k(x) = sin(2ykx), k = 1,2, . . .

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ îïåðàòîðà A. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

λ2k = (2yk)
2, k = 0,1,2, . . . , λ2k−1 = (2πk)2, k = 1,2, . . .

×èñëà λj, j = 0,1,2, . . . ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè äëÿ ñîïðÿæ¼ííîãî

îïåðàòîðà A∗, èì îòâå÷àþò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

Y2k(x) = C2k cos(yk(1− 2x)), k = 0,1,2, . . . ,
Y2k−1(x) = C2k−1 cos(2πkx+ ψk), k = 1,2, . . . ,

ãäå ψk = arctan(α/(2πk)), k = 1,2, . . .
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Îñîáåííîñòü çàäà÷è (1) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñèñòåìà ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà A íå îáðàçóåò áàçèñà Ðèññà ïðî-

ñòðàíñòâà L2[0,1], ÷òî ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò ïðèìåíåíèå ìå-

òîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Çäåñü è äàëåå ñâîéñòâî áàçèñíîñòè

ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ (ñì. [3]).

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìà ôóíêöèé Xk(x), k = 0,1,2, . . . îáðàçóåò

áàçèñ Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå L2[0,1], åñëè ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ

îáðàçîì ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì ëè-

íåéíîãî îãðàíè÷åííîãî îáðàòèìîãî îïåðàòîðà, îïðåäåë¼ííîãî â

L2[0,1].

3. Áàðè Í.Ê. Áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû è áàçèñû â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå. Ó÷. çàï. ÌÃÓ, �4, âûï. 148, ñ.69-107, Ì, 1951.
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Ðåøåíèå çàäà÷è (1) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà

u(x, t) =
∞∑
k=0

TkFk(x), Tk = Tk(t), k = 0,1,2, . . . (2)

ïî âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìå ôóíêöèé Fj(x), j = 0,1,2, . . ., ãäå

F0(x) = (2δ0)
−1X0(x), F2k(x) = X2k−1(x),

F2k−1(x) = (2δk)
−1(X2k(x)−X2k−1(x)), k = 1,2, . . .

Ñèñòåìà ôóíêöèé Fj(x), j = 0,1,2, . . . ïðè êàæäîì α > 0 îáðàçó-

åò áàçèñ Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå L2[0,1]. Âçàèìíûé ê íåìó áàçèñ

ñîñòîèò èç ôóíêöèé Gn(x), n = 0,1,2, . . ., ãäå G0(x) = 2δ0Y0(x),

G2k−1(x) = 2δkY2k(x), G2k(x) = Y2k(x) + Y2k−1(x), k = 1,2, . . .
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Â ðàáîòå [2] ïîëó÷åí ÿâíûé âèä êîýôôèöèåíòîâ Tj(t), à òàêæå

äîêàçàíà

Òåîðåìà 1. Åñëè ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ ϕj ðàç-

ëîæåíèÿ ôóíêöèè ϕ(x) ïî áàçèñó Fn(x), n = 0,1,2, . . ., ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî, òî çàäà÷à (1) èìååò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, ïðåäñòàâè-

ìîå â âèäå ðÿäà (2).

Òåì ñàìûì, èññëåäîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ñâî-

äèòñÿ ê èçó÷åíèþ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
k=0

|ϕk|, ϕk =
(
ϕ,Gk

)
L2
, k = 0,1,2, . . . (3)
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèé Pk(x), k = 0,1,2, . . ., â êîòîðîé

P0(x) =
dG0

dx
, P2k−1(x) =

1

8πk

dG2k

dx
, P2k(x) =

1

8πk

dG2k−1

dx
.

Èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî ôóíêöèè

V0(x) = x, V2k−1(x) = x cos(2πkx), V2k(x) = sin(2πkx), k = 1,2, . . .

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè è ïðèñîåäèí¼ííûìè ôóíêöèÿìè îïåðà-

òîðà A ïðè α = 0. Èõ ñîâîêóïíîñòü îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â ïðî-

ñòðàíñòâå L2[0,1]. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà {Pn(x), n = 0,1,2, . . .} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì

Ðèññà ïðîñòðàíñòâà L2[0,1], êâàäðàòè÷íî áëèçêèì ê áàçèñó

{Vn(1− x), n = 0,1,2, . . .}.
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Ñâîéñòâî áàçèñíîñòè ñèñòåìû {Pn(x), n = 0,1,2, . . .} ïîçâîëÿåò
óòî÷íèòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Êîîðäèíàòû ϕn, n = 0,1,2 . . . óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

|ϕ2k−1| 6
C1

πk2
|ϕ(1)|+

2

πk
|ψ2k|, k = 1,2, . . . ,

|ϕ2k| 6
C1

πk2
|ϕ(1)|+

2

πk

(
|ϕ2k−1|+ |ψ2k−1|

)
, k = 1,2, . . .

(4)

ãäå ψn =
∫ 1

0
ϕ′(x)Pn(x)dx, n = 1,2, . . . � êîîðäèíàòû ôóíêöèè

ϕ′(x) ∈ L2[0,1] â áàçèñå, âçàèìíîì ê {Pn(x), n = 0,1,2, . . .}.
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Çàìåòèì, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

|ψn|2 <∞.

Èç íåðàâåíñòâ (4) ñëåäóåò, ÷òî ñóììà

SN =
N∑
k=1

|ϕk| 6 C2

N∑
k=1

(
1

k2
+

1

k
|ψk|

)
,

ãäå C2 > 0 � âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò íîìåðà N .

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïðèõîäèì

ê ñõîäèìîñòè ðÿäà (3), ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Òåì ñàìûì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 3. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ϕ(x) ∈W1
2 [0,1], ϕ(0) = 0.
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